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О ЦЕПНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ
ПРОЕКТИВНЫХ ЦЕПНЫХ КОМПЛЕКСОВ
We obtain a necessary and sufficient condition for n-dimensional chain complexes composed of finitely generated projective
modules to be stabilized by free modules to the chain equivalence.
Отримано необхiдну та достатню умову того, коли n-вимiрнi ланцюговi комплекси, складенi зi скiнченнопороджених
проективних модулiв, можна стабiлiзувати вiльними модулями до ланцюгової еквiвалентностi.
В работе рассматриваются n-мерные цепные комплексы (Pi, ∂i), составленные из проектив-
ных модулей. Напомним, что цепные комплексы возникают в разных разделах математики, в
частности в топологии при изучении гомотопических типов клеточных пространств. Кокрофт
и Свон [1] доказали, что гомотопически эквивалентные проективные (свободные) комплексы
можно стабилизировать проективными (свободными) модулями до цепной эквивалентности, и
применили этот результат к изучению гомотопических типов неодносвязных двумерных CW -
комплексов.
Цель данной работы — показать, что проективные цепные комплексы P и P ′ можно ста-
билизировать свободными модулями до цепной эквивалентности тогда и только тогда, когда
для каждого i = 0, n модули Pi и P ′i стабильно изоморфны. Напомним необходимые понятия
и факты.
Пусть R — ассоциативное кольцо с единицей, а M — левый R-модуль. Семейство элементов
{mi ∈M |i ∈ I}, порождающее модуль M, называется системой образующих модуля M. Если
же прямая сумма включений Rmi →M, i ∈ I, задает изоморфизм
f : ⊕
i∈I
Rmi →M,
то семейство {mi ∈M |i ∈ I} называется базисом модуля M, а мощность множества I — базис-
ным числом модуля M. Базисное число, вообще говоря, зависит от выбора базиса, и поэтому
не может служить инвариантом свободного модуля F = Rn, n ∈ N. Кольцо R такое, что базис-
ное число любого свободного модуля определено однозначно, называется IBN -кольцом или
кольцом с инвариантным базисным числом. Известно [2, с. 168], что IBN -кольцами являются
все нетеровые кольца, коммутативные кольца и кольца, имеющие нетривиальный гомоморфизм
в IBN -кольцо. В частности, все целочисленные групповые кольца Z[G] будут IBN -кольцами,
поскольку аугментация является нетривиальным гомоморфизмом в IBN -кольцо Z.
В данной работе везде предполагается, что все кольца являются IBN -кольцами и все
модули над кольцами конечно порождены. Также будем считать, что нулевые модули и только
они являются свободными модулями ранга 0.
Модуль P над кольцом R называется проективным, если существует R-модуль Q такой,
что P ⊕Q — свободный R-модуль. Справедливо следующее утверждение, известное как лемма
Шануэля (см., например, [3, с. 222]).
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Предложение 1. Пусть
0→ N1 → P1 →M → 0
и
0→ N2 → P2 →M → 0
— точные последовательности R-модулей с проективными модулями P1 и P2. Тогда P1⊕N2 '
' P2 ⊕N1.
Далее, пусть R — кольцо, а F, L, M — R-модули. Утолщением гомоморфизма f : F →M с
помощью модуля L называется гомоморфизм f̂ : F ⊕L→M такой, что f̂ |F⊕0 = f и f̂ |0⊕L = 0.
Стабилизацией гомоморфизма f : F → M с помощью модуля L называется гомоморфизм
fst : F ⊕ L→M ⊕ L такой, что f st = f ⊕ id.
Эпиморфизмы R-модулей f : F → M и g : F → M называются эквивалентными, если
существует изоморфизм ϕ : F → F такой, что f = g◦ϕ. В работе [4, с. 63] доказано следующее
утверждение.
Предложение 2. Пусть f : F →M и g : G→M — произвольные эпиморфизмы, где F и
G — свободные R-модули. Тогда утолщение эпиморфизма f с помощью модуля G эквивалентно
утолщению эпиморфизма g с помощью модуля F.
Два R-модуля P1 и P2 называются стабильно изоморфными, если существуют два нату-
ральных числа m и n такие, что P1 ⊕Rm ' P2 ⊕Rn.
Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и
Q2 — их дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 — свободные R-модули такие, что P1 ⊕ F1 ' P2 ⊕ F2.
Рассмотрим точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2) ' Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть заданы два эпиморфизма
Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1 ' P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2) ' Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1
~~
0 Moo
P2
f2
``
(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0
zz
g

0 Moo
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0
dd
(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1 ' Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0
xx
0 Moo
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0
ff
(3)
3
(1)
конечнопорожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M. Тогда для того чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2
такие, что имеет место коммутативная диаграмма
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂
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где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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емма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
оказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 P1 ⊕ F1 0
и
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 P2 ⊕ F2 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме ануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
емма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 
P2
f2

(1)
конечно поро денных проективных модулей P1 и P2 на модуль . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диагра ма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и доста очно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
оказательство. Необходимость. Пусть им ет место диагра а ( ?). ог а, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изо ы проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По ле ме ? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму ( ?) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необх димо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть 1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модул , а 1 и Q2
— м ду и, дополняющие их д свободных модулей. По л мме 1 вуют св одули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Ут лщая гомо орфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е вн х - одуля, а Q1 и Q2 — их
зо ор н .
е, то 1 F1 P2 F2. Рассмотрим
1 1 0
2 2 2 2 2 2 0,
1 1 1 2 2 2 с е . г е е ануэля
1 ( 2 2 2) 2 ( 1 1 1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпи ор из а
P1
f1

0 
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
Доказательство. еобходимость. Пусть имеет место диагр мма (??). Тогда, очеви , силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P Q и f˜ : P ⊕ Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A Q⊕A
гомоморфизма f : P Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P Q и g : Q P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом ануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм ануэля g˜, построенный на отобра ениях g и f . Справедливо следую ее
утверждение.
емма 3. Пусть f : P Q и g : Q P гомоморфизмы -модулей, а f˜ : P P
изоморфизм ануэля, построенный на о обра ениях f и g. Тогда f˜ сохраняе о обра ение f .
оказательство. Проверим коммутативность диаграмм
P
ι 
f

P
f˜

Q P,
pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp pif˜(p 0) pi(fp p) fp. е а
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм
Лемма доказана.
Пусть f : P Q и f˜ : P ⊕ A → гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ( 1 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P Q и f˜ : P ⊕ A Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A Q⊕A
гомоморфизма f : P Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P Q и g : Q P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом ануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм ануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
емма 3. Пусть f : P Q и g : Q P гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q Q ⊕ P
изоморфизм ануэля, построенный на отобра ениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отобра ение f .
оказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 существуют свободные модули
F1 и F2 такие, что Q1 ⊕ F1 ' Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
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Лемма 1. Пу ть P1 и P2 — два стабильно зоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказат льс во. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, ч обы суще-
ствовали у олщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфиз , необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильн изоморфными
Доказательство. Необход мость. П сть меет место диаграм а (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно из морфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно из м рфные проекти ные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изом рфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
ст бильно изоморфными.
Д казате ьство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
илу пределе ия модули P1 и P2 будут стабильн из морфными.
Достат чность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е ти ные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных м дулей. По ле ме 1 вуют св б дные и
F1 2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно зоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стаби ьно изоморфны.
о азат ьс во. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о ден х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, ч обы суще-
ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимос ь. Пусть меет место д агра ма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно из м рфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно из морфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П ле ме ?? существуют св бодные и F1
и F2 т кие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
. Утолщая в после ней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, п лучи диагр мму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пус ь f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — г моморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — п оекция. Легко видеть, что о н шен е сохранять тображение является
транзитивны , есть если о ображ ние h сохраняе отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очеви но также, что с абилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется зоморфизмом Шануэля, п строенным на отображе иях f и g
(см., напр мер, [?]). Легко проверить, чт f˜ де ствительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Ле ма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изом рфи м Шануэля, пост оенный на о ображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изо орфизм. Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с п мощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A го о орф змы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F ) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — с одули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграм ы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изом рфиз . Утолщая в после ней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с по щью модуля
P1, п лучи диагр м у (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что о н шение сохранять тображение является
транзитивным, есть если о ображ ние h сохраняе отображение g, а отображение g сохраняет
отображен е f , то h сохраняет f . Очеви но также, что с абилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется зоморфизмом Шануэля, п строенным на отображе иях f и g
(см., напр мер, [?]). Легко проверить, чт f˜ де ствительно изоморфизм, так к к обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Ле ма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
г е ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проектив од P1 и P2 на мод ль M . Тогда для того, чтобы суще-
с вовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и дос аточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
денн проек ив у е P1 и P2 на модуль M . Тогда для т го, чтобы суще-
т о е ия го о орфизм в f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , еобходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 A P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаг амме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемм док зана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморф змы R-модулей. Будем говорить, что
отображ ние f˜ сохраняет отображение f , если коммут тивна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме г моморфизмы f1 ⊕ 0 и 2 ⊕ 0 с помощью
м дуля P1, получаем диаграмму (2), где F = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфиз ы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаг амме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R- одулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет тображение , если коммут т вна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1) ' P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стаби ьно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательс во. Необ одимость. Пусть и еет мест диаграмма (??). Тогда, очев дн , в силу
опре е ения модули P1 и P2 будут стабильн изоморфны .
До аточнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изо р ные пр ективные модули и Q1 и Q2 —
модул , дополняющие их до вободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и дос аточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P будут ст бильн из морфн ми.
Доста чн сть. Пусть P1 P2 — стабильно изоморфн е е тивные дули, а Q1 и Q2
— мод ли, дополняющи их до свободных одулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо д статочн , чтобы проективные модули P1 и P2 был ста-
бильно изо ор ны и.
оказательств . еоб одимость. Пусть имеет м сто диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны .
Дос очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изо ор ные п оект мо ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных мо улей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободн е модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до ком утативной д аграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, пол чим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободны модули, а g = ∂ ⊕ id —
из м рфизм. Л мма доказ а.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если ко мутативна диагра ма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко ви еть, что отношение сохра ять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидн также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — г морфиз ы R-модулей. О ображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изо орфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Сп ведливо следующе
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на о ображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Док зательство. Проверим к ммут тивность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр м
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, пол чим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
из м рфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко ви еть, что отношение сохра ять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидн также, что стабилизация fst = f ⊕ id : ⊕A→ Q A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отоб ажениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на о ображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — вободные модули. Тогда по ле е Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано ва эпиморф з
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных п оективных модулей P1 и P2 а модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщен я г морфизмов f1 и f2 с помощью свобод х од ей F1 и F2 такие, что
имеет есто ком утативная иаграм а
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 F2,
f2 0

(2)
где g — изоморфиз , не бходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 P2 были ста-
бильно о ными.
Доказат л ство. Необходимость. Пусть имеет есто д аграмма (??). Т г а, очевидн , в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфным .
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные пр ективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом морф змы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 (Q1 F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфиз , необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стаб льно изо орф ыми.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет есто диагра ма (2). Тог а, очевидно, в
силу опр д ления модули P1 и P2 будут стаб ьно изоморф ым .
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е ое тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных од лей. П лемме 1 вуют свободные м дули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 своб дные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось д казать.
. ус ь зада дв эпиморф з а
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ив ых одулей P1 и P2 а м дуль M . Тогда д я того, чтобы суще-
о ения го о рфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
мес о ко у а ивная диаграм а
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 
P2 F2,
f2⊕ 0

(2)
гд g изо ор из , необходи о достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно ны и.
казат льство. еобходимость. Пусть имеет мест диагра ма (??). Тог а, оче идно, в силу
определения мо ули P1 и P2 буду ста льно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая г о орфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободн е модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ ( 1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
ди грамму (??) ож о дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ 1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изом рфизм. Лемма д казана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отоб ажение f , е ли к ммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то е ь если отображение h сохраняет тображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма док зана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображени f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F ) и P2 1 F )  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграм у (??) ож дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, п лучим диаграмму (??), гд F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфи м. Лемма д казана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f

Q Q⊕B,pi
где ι — вло ение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграм е г моморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощ ю
одуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свобо ные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморф змы R- одулей. Буде говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображ ние f, если коммутативна диаграмма
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на дуль M . Тогда для того, чт бы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммут тивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? сущес вуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных дулей. По ле ме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о аз те ьс во. усть F1 и 2 свободные R-модули так е, что P1⊕F1  P2⊕F2. Расс отрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модул P1 и P2 на одуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f и f2 с помощью свободных м дулей F1 и F2 т кие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказат льство. еоб одимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных м дулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, чт Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
1 A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение „сохранять отображение”
является транзи ивным, т. е. если отображение h сохраняет отображение g, а отображ ние g —
отображение f, то h сохраняет f.Очевидно такж , о стабилизация fst = f⊕id : P⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f.
Пусть f : P → Q и g : Q→ P — гомоморфизмы -модулей. Отображение f˜ : P⊕Q→ Q⊕P,
заданное соот ошением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенны на отображениях f и
g (см., например, [1]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным
к нему является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f. Справедливо
следующее утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-м дулей, а f˜ : P ⊕ Q →
→ Q ⊕ P — изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Т гда f˜ с храняет
отображение f.
Доказательство. Проверим коммутативность диагра мы
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, д полняющие их д св бодных модулей. По л мме ?? существуют своб дные м дули F1
и F2 таки , что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом из ы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения одули P1 P2 бу ут стабильно из морфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— м дули, дополняющи и о св бодных модулей. По лемме 1 вуют свободны модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Ут лщая гомом рфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно пре став ть в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, д полняющи их д св бодных модулей. По л м ?? существуют свободные м дули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом из ы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представи ь в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграм у (??), где F1 = A ⊕ 1, F2 = B ⊕ P1 — свобо ные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изом рф зм. Лемм доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложен е, а pi — проекция. Легко видеть, отнош ние сохранять отображение является
транзит вным, то есть если отображен е h сохраняет от бражение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, чт стабилизац я fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с п мощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : → P — гомоморфизмы R-модулей. тображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмо Шануэля, построенным на отобра ениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обра е
являетс изоморфизм Шануэля g˜, построенный на от бражениях g и f . Справедлив
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомо орфизмы R-модулей, а f˜ : P
изоморфизм Шануэля, построенный на от бражениях f и g. Тогда f˜ сохраняет о об .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграм ы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp p) fp. е а
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — из морфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные моду и. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет от бражение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизац я fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомом рфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → — гомоморфизмы R-модулей. О ображение f˜ : P ⊕ → Q ⊕ P ,
заданное с отношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко пров рить, чт f˜ действительно изомо физм, так как обрат ым к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ) . е а
доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. П сть F1 и F2 свободные R-моду и такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последов тельности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на дуль M . Тогда для того, чт бы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммут тивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфным .
Доказ тельство. Необходимость. Пусть меет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения моду и P1 и P2 будут стабильно изо орфными.
Д статочность. Пусть P1 и P2 — стабильно из морфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, д полняющие их до свободных модулей. По лемме ?? сущ с вуют св бодные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфиз ы f1 и f2 с помощью модуля 1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильн изоморфными.
Док зательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу опред ления м дули P1 P2 будут стаб льно изом рфным .
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изомо фн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— м дули, доп лняющие их до свободных дулей. П ле ме 1 е твуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Ут лщая го оморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о аз те ьс во. сть F 2 свободные R-модули так е, что P1⊕F1  P2⊕F2. Расс отрим
точн е последов ель сти
0 1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → 2 F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модул P1 и P2 на одуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f и f2 с помощью свободных м дулей F1 и F2 т кие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказат льство. е б одимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в илу
определения мо у P1 и P2 будут ста ильно зо орфны и.
Д с а ч ос ь. Пусть P1 и 2 — стабильно з морфны проект ули и Q1 и Q2 —
модули, д полняющие их до свободных м дулей. По ле е ?? сущ ствуют св бодные модули F1
и F2 такие, чт Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая г морфиз ы f1 и f2 с п мощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободн е модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно доп лнить до коммутативной диаграм ы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободн е модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диагра у (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — го оморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — про кц я. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть е ли отображение h с храняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., нап им р, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A ( 1 F1) (P2 1 F1), = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получае диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — своб ные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомо орфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до ком утативной диаграммы
1 A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом ь модуля
P1, получим д аграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g i
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гом ор ы R-модулей. Буде , то
отображение f˜ сохраняет отображени f , если коммута ивна диаграм а
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — про кц я. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть е ли отображение h с храняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэ я, постр енны на отображе иях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так к к обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение „сохранять отображение”
является тра з ивн , т. е. если отображение h с храня т отображе ие g, а отображ ние g
сохраняет отображение f, т h сохраняет f. Очевидн также, что стабилизация fst = f ⊕
id : P ⊕A→ Q⊕A гомоморфизма f : P → Q с пом щью м дуля A сохраняет отображение f.
Пу ь f : P → Q и g : Q→ P гомоморфиз - одулей. Отображ ние f˜ : P⊕ → Q⊕P,
заданное соот ошением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q ⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмо Шануэ я, построенны н отобра ениях f и
g (см., например, [1]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как
к нему являетс изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f.
следующее утверждени .
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-м дулей, а f˜ :
→ Q ⊕ P — изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f с х е
отображение f.
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ( 2 F2) свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 
,

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = ( 1 1) ( 1 1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диагра е го о ор из f 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим д аграмму (??), где F1 = A 1, F2 B P1 свободные м дули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Ле ма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R- одулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диагра ма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что о ношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображен е h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стаб аци t f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью одуля A сохраняет о ображе
Пусть f : P → Q g : Q → P — гомоморфиз ы R-модулей. Отобра ение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, назыв ется изоморфизмом Шан , пост ным на отображениях f и g
(см., напри ер, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно из морфизм, так а обрат к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на тображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, п ст енный на о ображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательс во. Проверим ко мутативность диагр м ы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
где ι — вложение, а pi — проекция. Действите , pif˜ιp = pif˜(p⊕ 0) = pi(fp⊕ p) = fp.
Лемма доказана.
Ле ма 4. Пусть задана коммутативная диаграммаЛемма 4. Пус ь задана коммутативная д аграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
с конечно поро денными проективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существуют утолщения гом морфизмов ϕ и ψ с помощью пр ектив ых модул й Q и P
соотве ств н такие, что имеет место комму ативная д аграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0

f˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проект вн й, существует отображение g : Q → P ,
делающее коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(4)
с конечнопорожденными проективны и модулями P, Q и модулем M, где ϕ и ψ — эпиморфиз-
мы. Тогда сущес вуют у олщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью оективных модулей Q
и P соотве ственно акие, ч о имеет место коммут тивная ди гра ма
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О ЦЕПНОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПРОЕКТИВНЫХ ЦЕПНЫХ КОМПЛЕКСОВ 829
828 Н. А. ХМЕЛЬНИЦКИЙ
Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Д казательство. Пусть F1 и F2 своб ные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные пос едовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и треб в лось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
им ет место коммутативная диаграмма
P F
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Дока ат льство. Необходимость. Пусть и еет есто диаграмма (??). Т гда, очевидно, в си у
пределения модули P1 и P2 бу ут стабильно из морфными.
До ат чнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
одул , дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 F2. Утолщая гом рфизмы f1 и f2 с помощью одуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) ож о представить в вид
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения моду и P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточн сть. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные о ули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью м дуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е о а о ь доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
е ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения м ули P1 и будут ста ильно изоморфны .
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — ст бильно изом рфные проект и Q1 и Q2 —
модули, дополн ющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободны модули. По пре л жению
2 диаграмму (3) мож о дополнить до к ммутативной диаграм ы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По п едложению ??
диаграмму (??) жн дополнить до комм т вной диагр ммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме го о ор из f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изом рфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — г моморфиз R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивны , то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно т кже, что ст билизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля сохраняет отображение f .
с : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморф зм Шануэля, построенный а отображениях f и g. Тогда f˜ сох аняет отображение f .
Доказательство. Проверим ком утативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
г е A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— зоморфизм. Утолщая в последней диагра ме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, по учаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемм доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомомо физмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диагр мму (??) ожн дополнить до комму тивной ы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2 0

гд A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморф з . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q B,
pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью мо уля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соо ношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфиз ы R- одулей а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморф зм Шан эля, построенный а о об аже ях f и g. Т гд f˜ с х аня отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаг ммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — в стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изо орфны.
Дока ательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и т еб валось доказать.
Лемм 2. Пусть задан два э и рфиз а
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на дуль M . Тогда для того, чт бы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных оду е F1 и F2 акие, что
им ет место ком ут тивная д аграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Дока ательство. Необходимость. Пусть и еет есто диаграмма (??). Тогда, очевидно, в си у
определения модули P1 и P2 бу ут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? сущес вуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 F2. Утолщая гом рфизмы f1 и f2 с помощью дуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) мож о представи ь в в д
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Дока ательство. Необходимость. Пусть имеет есто д аграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения од ли P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных дулей. По ле ме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что 1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая го оморфизмы 1 и f2 с по ощью м дуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения д свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильн изоморфны.
о аз те ьс во. усть F1 и 2 свободные R-модули так е, что P1⊕F1  P2⊕F2. Расс трим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
ре о а о ь доказать.
. ус ь задан два эпи орфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модул P1 и P2 на одуль M . Т гда для того, чтобы суще-
о ения го о рфизмов f и f2 с помощью свободн х м дулей F1 и F2 т кие, что
ес ко у ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо р ны и.
оказат льство. еоб одимость. Пусть еет ест диагра ма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных м дулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, чт Q1 ⊕ F1  2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можн дополнить до комму тивной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изом рфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изом рфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфи м Ш нуэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
г е A = (Q1 ⊕ F1)⊕ ( 2 ⊕ 1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диагра ме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, по учаем диаграм у (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свобод ые модули. По предложению ??
диагра му (??) ожн дополнить до ко му тивн й диаграммы
1 A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
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где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение „сохранять отображение”
является транзи ивным, т. е. если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g
сохраняет отображение f, то h сохраняет f. Очев дно также, что стабилизация fst = f ⊕
id : P A→ Q⊕A гомоморфизма f : P → Q с помощью м дуля A сохраняет отображение f.
Пусть f : P → Q и g : Q→ P — гомоморфиз - одулей. Отображение f˜ : P⊕Q→ Q⊕P,
заданное соот ошением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенны н отображениях f и
g (см., например, [1]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным
к нему является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f. Справедливо
следующе утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-м дулей, а f˜ : P ⊕ Q →
→ Q ⊕ P — изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет
отображение f.
Доказательство. Проверим ком утат вность диаграммы
г е P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ( 2 F2) свободные одули. По предложению ??
диагр мму (??) м жно дополни ь до коммутатив ой диаг ы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 
,

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = ( 1 1) ( 1 1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней диагра е гомо измы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим д аграмм (??), где F1 = A P1, F2 B P1 св бодные модули, а g = ∂ id
з изм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомомо физмы R- одулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q ,
pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
тран итивны , то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q g : Q → P — гомоморфиз ы R- одулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотноше ием
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, назыв ется изоморфизмом Шан , построе ным на отображениях f и g
(см., напри ер, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно из морфизм, так ак обрат к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомо орфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Ш нуэля, пос р енный на о ображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Дока ательс во. Проверим ко м тативность диаграм ы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
где ι — вложение, а pi — проекция. Действите , pif˜ιp = pif˜(p⊕ 0) = pi(fp⊕ p) = fp.
Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть задана коммутативная диаграмма4. ус ь задана коммутативная д аграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
с конечно порожденными проективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существуют утолщения гом морфизмов ϕ и ψ с помощью проектив ых модулей Q и P
соотве ственн такие, что имеет мест коммутативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0
 ˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проект вн й, существует отображение g : Q → P ,
делающее коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(4)
с конечнопорожденными проективны и модулями P, Q и модулем M, где ϕ и ψ — эпиморфиз-
мы. Тогда существуют утолщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью оективных модулей Q
и P соответственно акие, ч о имеет место коммут тивная ди гра ма
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где ι — вложение, а pi — проек Д йс вительн , pif˜ιp pif˜(p⊕ 0) = pi(fp⊕ ) fp.
Лемма док зана.
Лемма 4. Пусть задана к мму а ивн я ди гра мЛемма 4. Пус ь з дан комму ат вная диагра ма
P
ϕ
~~
f

0 Moo
Q
ψ
``
(4)
с конечно порожденными проектив ыми модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эп морфизмы.
Тогда существую утолщен я гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проектив ых модулей Q и P
со тветственно такие, чт имеет место коммутативная диагра ма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0
{{
f˜

0 Moo
Q⊕ P,
ψ⊕ 0
cc
(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающее ком утативной иаграмму
P
ϕ
}}
0 Moo
Q.
ψ
`` g
OO (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, что ϕ = ψf и ψ ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , след вательно, — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лем а 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1
~~
f

0 Moo
P2
f2
``
(7)
5
(4)
с к нечнопорожденными проективными модулями P, Q и модулем M, где ϕ ψ — эпиморф з-
мы. Тогд существую утолщения г моморф зм в ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q
и P соответственно акие, чт имеет мес о коммут тивная ди грамма
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Лемма 4. Пусть задана коммутативная диаграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
с конечно порожденными проективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существуют утолщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q и P
соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0

f˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающее коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f.
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q→ P,
делающее коммутативной диаграмму
Лемма 4. Пусть задана ко




(4)
с конечно поро денны и прое , где ϕ и ψ эпиморфизмы.
Тогда существую у ол е роек ивных модулей Q и P
с ответственно акие, ч о а
ϕ 0

f˜

0 
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающее коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(6)
Из коммутативности диаграмм (4) и (6) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и
ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на
отображениях f и g. Покажем, что диаграмма (5) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме 3 отображение f˜ сохраняет отображение f, следовательно, f˜ — искомый изомор-
физм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
Лемма 4. Пусть задана коммутативная диаграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
с конечно порожденными проективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существуют утолщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q и P
соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0

f˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающее коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, чт ϕ = ψf и ψ = ϕg, о куда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(7)
с конечнопорожденными проективными модулями P1, P2 и модулемM. Тогда для того, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно поро денн х проективных одулей P1 и 2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфиз ов f1 f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
име место коммутативная диаграмма
P1 F1
f1

g


P2 F2,
f2

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Док зательство. Необход мость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? сущес вуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказа ельство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения мо ули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— моду и, доп лняющие их до свободных модулей. По лемме 1 твуют свобод ые модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
е ных проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда ля того, чтобы суще-
о ения го о орфиз ов f1 и f2 с помощью св бодных модулей F1 и F2 такие, что
е ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения о ул P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свобод ые модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f.
Доказательств . Пос ольку модуль Q проективный, существует отображ ние g : Q→ P,
делающее к ммутативной диаграмму
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е а 4. ус ь задана коммутативная диаграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
ж м роективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
т т щения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q и P
т е, то им ет есто коммутативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0

f˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ изо орфиз , сохраня ий о обра ение f .
оказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающ е коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм ( ?) и ( ?) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм ануэля, построе ный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма ( ?) коммутат вна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0) (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq ) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображени f.
Доказательство. Поск льку модуль Q проективный, существует о ображение g : Q→ P,
делающ е коммутативной диаграмму
Ле ма 4. Пусть задана ко




с конечно поро де ны и прое , где и эпи ор из .
Тогда существую у ол е роек ивных одулей и P
с ответстве но акие, ч о е м а
ϕ 0

f˜

0 
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ зо ор з , сохраняющий отображе ие f .
Доказательство. Поскольку модуль Q проективный, существует отображение g : Q → P ,
делающ е коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммутативности диаграмм ( ?) и ( ?) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построе ный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма ( ?) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0) (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq ) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕ = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(6)
Из коммутативности диаграмм (4) и (6) следует, что ϕ = ψf и ψ = ϕg, откуда = ϕgf и
ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построе ный на
отображе иях f g. Покажем, что диаграмма (5) коммутативна. Действительн ,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0) (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq ) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме 3 отображение f˜ сохраняет отображение f, следовательно, f˜ — искомый изомор-
физм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутат вная диаграмма
Лемма 4. Пусть задана коммутативная диаграмма
P
ϕ

f

0 M
Q
ψ

(4)
с конечно порожденными проективными модулями P и Q и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существуют утолщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q и P
с ответственно такие, что им ет место коммутативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0

f˜

0 M
Q⊕ P,
ψ⊕ 0

(5)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f .
Доказате ьство. Поскольку модуль Q проективный, существует о ображени g : Q → P ,
делающ е коммутативной диаграмму
P
ϕ

0 M
Q.
ψ
 g
 (6)
Из коммут тивности диаграмм ( ?) и ( ?) следует, чт ϕ = ψf и ψ = ϕg, о куда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отобра ение f˜ : P Q → Q P как изоморфизм ануэля, построе ный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма ( ?) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0) (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq ) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ? отображение f˜ сохраняет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативн я ди грамма
P1
f1

f

0 M
P2
f2

(7)
5
(7)
с конечнопорожде ными проективными модулями P1, P2 и модулемM. Тогда для того, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что им ет место коммутативная диаграмма
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(6)
Из комму ативности диаграмм (4) и (6) следует, что ϕ = f и ψ = ϕg, откуда ϕ = ϕgf и
ψ = ψfg.
Зададим отображен е f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Ша уэля, построенный на
отображениях f и g. Покажем, что диаграмма (5) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= (fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме 3 отображение f˜ сохраняет отображение f, следовательно, f˜ — искомый изомор-
физм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
Лемма 4. Пусть задана коммутативная диаграмма
P
ϕ
~~
f

0 Moo
Q
ψ
``
(4)
с конечно порожденными проективны и модулями P и и модулемM , где ϕ и ψ — эпиморфизмы.
Тогда существую утолщения гомоморфизмов ϕ и ψ с помощью проективных модулей Q и P
соо ветственно такие, что имеет место комму ативная диаграмма
P ⊕Q
ϕ⊕ 0
{{
f˜

0 Moo
Q⊕ P,
ψ⊕ 0
cc
(5)
г е f˜ — изоморфизм, сохраняющий тображение f .
Доказательство. П льку модуль Q пр ективный, ет т ражение g : Q → P ,
делающее коммутативной ди грамму
P
ϕ
}}
0 Moo
Q.
ψ
`` g
OO (6)
Из коммутативности диаграмм (??) и (??) следует, чт ϕ = ψf и ψ = ϕg, о куда ϕ = ϕgf и ψ = ψfg.
Зададим отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P как изоморфизм Шануэля, построенный на отобра-
жениях f и g. Покажем, что диаграмма (??) коммутативна. Действительно,
(ψ ⊕ 0)f˜(p⊕ q) = (ψ ⊕ 0)((fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq)) =
= ψ(fp+ (1− fg)q) = ψfp+ ψq − ψfgq = ψfp = ϕp = (ϕ⊕ 0)(p⊕ q).
По лемме ?? отображение f˜ сохра ет отображение f , следовательно, f˜ — искомый изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть задана коммутативная диаграмма
P1
f1
~~
f

0 Moo
P2
f2
``
(7)
5
(7)
с конечнопорожденными проективными модулями P1, P2 и модулем M. Тогда для того чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
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с конечно порожденными проективными модулями P1 и P2 и модулем M . Тогда для того, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

f˜

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— свободные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свободные модули, а f˜ = ∂⊕ id — искомый изоморфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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(8)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f, необходимо и достаточно, чтобы проек-
тивные модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (8). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно из е проективные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 су ествуют свободные модули
F1 и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (7) можно представить в виде коммутативной диаграммы
с конечно порожден ыми проективными модулями 1 д я ого, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с по 1 и F2 такие,
что имеет место ком утативная диаграмма
1
f1⊕ 0

f

0 
P2 F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отобра ение f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и 2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— свободные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свободные модули, а f˜ = ∂⊕ id — искомый изоморфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
6
(9)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные м дули, а отображение
f⊕ id сохраняет отображение f. По лемме 4 диаграмму (9) можно дополни ь до коммутативной
диаграммы
с конечно порожденными проективными модулями P1 и P2 и модулем M . Тогда для того, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

f˜

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — зоморфизм, сохраняющ й отоб ажен е f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть меет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные про ктивные м ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По ле ме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— своб дные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свободные модули, а f˜ = ∂⊕ id — искомый изоморфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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где A = (Q1 F1) (P2 Q ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A
P2 ⊕ B — изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, следовательн и отображение f.
Утолщ я в последней диаграмме гомоморф змы f1⊕0 и f2⊕0 с помощью модуля P1, получаем
диаграмму (8), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а f˜ = ∂ ⊕ id — искомый
изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных одулей F1 и F2 акие, что
имеет место коммутативная диагра ма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфным .
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, д полняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ 1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 буду стабильно из морфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 уют св бодные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, ч о
ес о ко у а ивная диагра ма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть меет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
мо у и, д полняющие их до свободных модулей. П лем е ?? существуют св бодные модули F1
и F2 акие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F . Утолщая гомом рфиз ы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
иаграмму (??) можн представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где 1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изом рфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отобр жение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где f˜ — изоморф зм, сохраняющий отображение f, необходимо и достаточно, ч -
тивные модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диагра ма (8). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 2 будут стабильно изом рфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно ные проективные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По ле ме 1 существуют св б дные модули
F1 и F2 такие, что Q1 ⊕ F1 ' Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (7) можно представить в виде коммутативной диаграммы
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с конечно порожден ыми проективными модулями P1 и P2 и модулем M . Тогда для того, чтобы
су ествовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
ч о имеет место ком утативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

f˜

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — изом рфизм, сохраняющий отображение f , необходимо доста очно, чтобы проективные
модули P1 и P2 бы стабильно зоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет есто диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения м дули P1 и P2 будут стабильно изом рфными.
Достат чн сть. Пусть P1 и P2 — стабильно изом рфны проективные и 1 и Q2 —
модули, доп л яющие их до своб дных м дулей. По ле ме ?? существуют свободн е мо F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом рфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграм у (??) можно представить в ви е коммутативн й диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— свободные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ ( 1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свобод ые модули, а ˜= ∂⊕ id — искомый изом рфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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где f˜ — из морфизм, сохраняющий отображение f, мо и доста очно, чтобы проек-
тивные модули P1 и P2 были стабильно изо орфными.
Доказ тельс во. Необходимос еет есто диаграм а (8). Тогда, очевидно, в
силу опр деления мод ли P1 и P2 буд т стабиль рфными.
Достат чность. Пусть P1 и 2 стабильн из проективные модули, а Q1 и Q2
— мо ули, дополняющие их до св б дных модулей. ле ме 1 су ествуют своб дные ули
F1 и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомо рфизмы f1 и f2 с пом щью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграм у (7) можно представить в иде коммута ивной диаграммы
с конечно порожден ыми проективными модулями 1 д я ого, чтобы
существовали утолщения гомо орфизмов f1 и f2 с по 1 и F2 такие,
что имеет место ком ута ивная диаграмма
1
f1⊕ 0

f

0 
P2 F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющ й отобра ение f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфны и.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют своб дные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфиз ы f1 и 2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в ви е коммутативн й ди граммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— свободные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме г моморфизмы f1 ⊕ 0 и 2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим д аграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — своб дные модули, а f˜ = ∂ id — искомый изом рфиз . Лемм
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные м д ли, а от бражение
f⊕ id сохраняет отображение f. По лемме 4 диаграмму (9) можно дополни ь до коммутативной
диаграммы
с конечно порожденными проективны и одулями P1 и P2 и модулем M . Тогда для того, ч обы
сущес вовали у олщения гомоморф змов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

f˜

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — зоморфизм, сохраняющ й о ажен е f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно из морфными.
Доказатель в . Необходимость. Пуст меет мест диаграмма (??). Тогда, очев дно, в силу
определения ду и P1 и P2 бу ут стабильно зом рфными.
Д ста очн сть. Пусть P1 P2 — стабильно изоморфны про кти ные ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П ле ме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфиз ы f1 и f2 с по ощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— своб дные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, охраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . У лщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свободные модули, а f˜ = ∂⊕ id — искомый изоморфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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где A = (Q1 F1) (P2 Q ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A
P2 ⊕ B — изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, следовательн и отображение f.
Утолщ я в посл дней диаграмме гомоморф змы f1⊕0 и f2⊕0 с помощью одуля P1, получаем
диаграмму (8), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а f˜ = ∂ ⊕ id — искомый
изоморфизм.
Лемма доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных м дулей P1 и P2 на одуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали у олщения гомоморф змов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изомо ф ыми.
Док зательство. Необходи ость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточн , чтобы пр ективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграм а (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ 1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
то ения го о орф змов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 1
f1⊕ 0

g

0 M
P ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проектив е одули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
ок зательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграм а (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f ⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Ле ма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
P ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 (Q1 ⊕ F1)  P2 (Q2 ⊕ F2) — своб ные модул . По предложению ??
диаграм у (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомомо физмы R-модулей. Будем говорить, что
отоб аже е f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где P1 ⊕ (Q1 F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1) ' P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — св бодные одул , а тобр жение
f⊕ id сохраня т тображение f. По лемме 4 диаграмму (9) можно д полни ь д коммутативной
диагра мы
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда 1 и 2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — из морфизм, необходимо и до аточ о, чт бы пр ективные модули P1 и P2 был ста-
бильно из морфным .
До аза ельство. Необ одимос ь. Пусть име т место диаграмма (??). гда, очевидн , в силу
определения од ли P1 и P2 будут стабильно изом рфны .
Достаточно ь. Пусть P1 P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
гд g — изо орфизм, необходимо и доста чно, ч обы проективные модули 1 и и
стабильно изоморфными.
Док зательств . Необходимость. Пусть име т мест д аграмма (2). Тогда, чевидно, в
силу определен я модули P1 и P2 будут стабильно из морфн ми.
Достаточн сть. П сть P1 и P2 — б л но зоморфн е е тивные одули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда 1 и 2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , еобх имо дос а оч о, чтобы проектив е модули P1 и P2 был ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. об о имость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в сил
определения мо ули P1 и P2 б дут ста ильно изом рфны и.
Дос а очность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных мо улей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — своб ные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные м дули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомо орф змы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Ле ма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R- одулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативн диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображ ние является
транзитивным, т есть сли отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфиз а f : P → Q с помощью мод ля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отобра ение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 F ) (P1 Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфиз . Утолщая в последней диаграмме гомо орфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью
модуля P1, получа м диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморф зм.
Ле а доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A го оморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные м дули. По предложе ию ??
диаграмму (??) ожно дополнить д к мутативной диаграм ы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 F1), B = (Q1 ⊕ F1) (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с м щью модуля
P1, лучим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B P1 — св бодные одул , а g = ∂ ⊕ id —
изоморфиз . Лем а доказ на.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R- одулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , т h с храняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняе о обра ение f .
Доказательство. Проверим коммутатив ость диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные моду и. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что т ебовалось док зать.
Лемма 2. Пусть задано ва эпиморфиз а
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно пор жденных проективных модулей P1 и P2 а модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщен я гомо орфизмов f1 и f2 с по ощью свобод х од ей F1 и F2 такие, что
имеет есто коммутативная диаграм а
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфиз , необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и 2 были ста-
бильн о ными.
Д зательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Т гда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточно . Пусть P1 и P2 — стабильно изо орфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до св бодных модулей. По ле ме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая го морф змы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проектив ые модули 1 и P
стабильно изом рфными.
Д каз тельство. Необх д ость. Пусть имеет есто д аграм а (2). Т гда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стаб льно изоморфными.
Д статочность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. П лемме 1 вуют свободные м дули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модул . Т гда по лемме Шануэля
1 ( 2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
и ре а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфиз а
P1
f1

0 
f2

(1)
денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для ого, чтобы суще-
о ения го оморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
мес о ко у а ивная диаграм а
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
гд g изо ор из , необход мо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ст -
бильно ны и.
казательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тог а, очевидно, в силу
определен я мо ли P1 и P2 будут ст иль о изоморфны и.
Дос а очнос ь Пусть P1 и P2 — стабильно зоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П лем е ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомо орф змы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаг амму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По пред ожению ??
диаграмму (??) ожно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гом морфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ id —
изоморфиз . Лем доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ храняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отобр жение является
транз тивным, то есть ес и отображе ие h сохраняет отображение g, а отображе ие g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Ш нуэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомом рфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
ь f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ с храня т отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ ( 1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последн й иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, п лучим д аграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свобод ые модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отоб ажение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
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где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 F1) ⊕ (P1 Q1 F1), а ∂ : P1 ⊕ A →
→ 2 ⊕ B — изом рфиз , с храняющ й отображен е f id, а сле о ательно, и от бражение
f. Утолщая в последней диаграмме гомо ор мы 1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1,
п лучаем диаграмму (8), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 , а f˜ = ∂ ⊕ id
и ко ый изоморф зм.
Ле ма доказана.
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Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
с конечно порожденными проективными модулями P1 и P2 и модулем M . Тогда для того, чтобы
существовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие,
что имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

f˜

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(8)
где f˜ — изоморфизм, сохраняющий отображение f , необходимо и достаточно, чтобы проективные
модули P1 и P2 были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

f⊕id

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(9)
где P1⊕(Q1⊕F1) и P2⊕(Q1⊕F1)  P2⊕(Q2⊕F2)— свободные модули, а отображение f⊕id сохраняет
отображение f . По лемме ?? диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B
— изоморфизм, сохраняющий отображение f ⊕ id, а следовательно и отображение f . Утолщая в
последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля P1, получим диаграмму
(??), где F1 = A⊕P1, F2 = B⊕P1 — свободные модули, а f˜ = ∂⊕ id — искомый изоморфизм. Лемма
доказана.
Лемма 6. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(10)
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проек и ных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных м дулей. Тогда Q1 Q2 стабильно из морфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечнопорожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда существуют стабилизации гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью проективных модулей
P ′0 и P0 с ответственно такие, что имеет место комму ативная диагра ма
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда существуют стабилизации гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью проективных модулей P ′0 и
P0 соответственно акие, что имеет место комму ативная диаграмма
0 H0
f0∗

0 ⊕ ′0
d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ P ′0
d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ P0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ P0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(11)
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 —
изоморфизм.
Доказательство. Диаграмма (??) представляет собой диаграмму гомоморфизма цепных ком-
плексов 0 P0
d0 P1
d1 и 0 P ′0
d′0 P ′1
d′1 , индуцирующего изоморфизм модулей гомоло-
гий. По теореме I.8.4 [?] отображение f0 имеет гомотопически обратное отображение f ′0 : P ′0 → P0
такое, что 1− f0f ′0 = d′ s′0, где s′0 : P ′0 → P ′1 — гомотопический деформационный оператор. Отобра-
жение f˜0 зададим как изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f0 и f ′0, а отображение
f˜1 — соотношением
f˜1(p1 ⊕ p′0) = (f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0),
где p1 ⊕ p′0 ∈ P1 ⊕ P ′0.
По лемме ?? отображение f˜0 сохраняет отображение f0. Покажем, что отображение f˜1 сохраняет
отображение f1. Действительно, диаграмма
P1
ι 
f1

P1 ⊕ P ′0
f˜1

P ′1 P
′
1 ⊕ P0,pi
где ι— вложение, а pi — проекция, оммутативна так как pif˜1ιp1 = pif˜1(p1⊕0) = pi(f1p1⊕d1p1) = f1p1.
По лемме ?? левый квадрат диаграммы (??) коммутативен, а в силу точности строк и того, что
отображение f˜1 охраняет отображение f1, коммутативным будет и правый квадрат диаграммы
(??). Покажем коммутативность среднего квадрата диаграммы (??). Действительно,
f˜0(d1 ⊕ id)(p1 ⊕ p′0) = f˜0(d1p1 ⊕ p′0) = (f0d1p1 + (1− f0f ′0)p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) =
= (d′1f1p1 + d
′
1s
′
0p
′
0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) = (d′1 ⊕ id)((f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0)) = (d′1 ⊕ id)f˜1(p1 ⊕ p′0).
Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть задана коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(12)
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда для того, чтобы существовала стабилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью свободных
модулей F и F ′ соответственно так, чтобы имела место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ Fd0⊕0
f˜0

P1 ⊕ Fd1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(13)
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Лемма . Пусть P1 и P2 — два стабильно зоморфных про ктив ых R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последов тельности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная ди грамма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изом рфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? сущ ствуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом морфизм f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющи их до свободных модулей. По лемме 1 е вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом морфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмм (1) м жно предс а ить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн последов тельности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
иаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
иаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получи диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и ˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если комму ативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложени , а pi — проекция. Легко видеть, что отн шение сохранять тображение является
тран итивным, то есть если отоб аже ие h с храняет отображение g, отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 ⊕ 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморф змы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображе ие f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложени , а pi — проекция. Легко видеть, что отн шение сохранять тображение является
тран итивным, то есть если отоб аже ие h сохраняет отображение g, отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изом рфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняю отображения f0 и f1 соотве с венно, причем f˜0
— изоморфизм.
Доказа ельство. Диаграмма (10) представляет собой диаграмму гомоморфизма цепн
комплексов 0
d0←− P0 d1←− P1 и 0 d
′
0←− P ′0
d′1←− P ′1, индуцирующего изоморфизм модулей го-
мологий. П теореме I.8.4 [3] отображение f0 имеет гомотопически обратное отображение
f ′0 : P ′0 → P0 такое, что 1− f0f ′0 = d′1s′0, где s′0 : P ′0 → P ′1 — г топический деформационный
оператор. Отоб ажение f˜0 зададим как изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях
f0 и f ′0, а отображение f˜1 — соотношением
f˜1(p1 ⊕ p′0) = (f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0),
где p1 ⊕ p′0 ∈ P1 ⊕ P ′0.
По лемме 3 отображение f˜0 сохраняет отображение f0. Покажем, что отображение f˜1 со-
храняет отображение f1. Действительно, диаграмма
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные про к ивные модули, а f0∗ — изоморф зм.
Тогда существуют стаби изаци гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью проективных модулей P ′0 и
P0 соответственно такие, что имеет место коммутат вная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ P ′0
d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ P ′0
d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ P0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ P0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(11)
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 —
изоморфизм.
Доказательство. Диаграмма (??) предс авляет собой диаграмму гомоморфизма цепных к м-
плексов 0 P0
d0 P1
d1 0 P ′0
d′0 P ′1
d′1 , индуцирующего из морфизм модулей гомо о-
гий. По теореме I.8.4 [ ] отображение f0 имеет го о оп чески обратное отображен е f ′0 : P ′0 → P0
такое, что 1− f0f ′0 = d′1s′0, где s′0 : P ′0 → P ′1 — гомотопический деформационный оператор. Отобра-
жение f˜0 зададим как изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f0 и f ′0, а отображение
f˜1 — соотношением
f˜1(p1 ⊕ p′0) = (f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0),
где p1 ⊕ p′0 ∈ P1 ⊕ P ′0.
По лемме ?? отображение f˜0 сохраняет отображение f0. Покажем, что отображение f˜1 сохраняет
отображение f1. Действительно, диаграмма
P1
ι 
f1

P1 ⊕ P ′0
f˜1

P ′1 P
′
1 ⊕ P0,pi
где ι— вложение, а pi — проекция, коммутативна так как pif˜1ιp1 = pif˜1(p1⊕0) = pi(f1p1⊕d1p1) = f1p1.
По лемме ?? левый квадрат диаграммы (??) коммутативен, а в силу точности строк и того, что
отображение f˜1 сохраняет отображение f1, коммутат вным б де и правый квадрат диаграммы
(??). Покажем коммутативность среднего квадрата диаграммы (??). Действительно,
f˜0(d1 ⊕ id) p ⊕ p′0) = f˜0(d1p1 p′0 = (f0d1p1 + (1− f0f ′0)p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0 =
= (d′1f1p1 + d
′
1s
′
0p
′
0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) = (d′1 ⊕ id)((f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0)) = (d′1 ⊕ id)f˜1(p1 ⊕ p′0).
Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть зада а коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(12)
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда для того, чтобы существовала с абилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с по ощью свободных
модулей F и F ′ соответственно так, чтобы имела место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ Fd0⊕0
f˜0

P1 ⊕ Fd1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(13)
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что 1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательност
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по ле ме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эп морфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Док зательств . Необх димость. Пусть име т м о диаграмма (??). То да, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут табильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F
и F2 т кие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с п щью модуля Q1 F1,
диаграмму (??) можно представ ть в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и 2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьств . усть F1 и F2 свободные R-модули таки , что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательност
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по ле ме Шануэля
(Q2 ⊕ P )  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эп морфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
ок зательств . обходимость. Пус ь имеет есто диагра ма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 буду ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью одуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — своб дные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно допол ить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и 2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в оследней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с п мощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модул , а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказа а.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем д аграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свобод ые модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до оммутативной диаграммы
A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Буде говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где ι — вложение, а pi — проекция, коммутативна, так как
pif˜1ιp1 == pif˜1(p1 ⊕ 0) = pi(f1p1 ⊕ d1p1) = f1p1.
По лемме 4 левый квадрат диаграммы (11) коммутативен, а в силу точности строк и того,
что отображение f˜1 сохраняет отображение f1, коммутативным будет и правый квадрат диа-
граммы (11). Покажем коммутативность среднего квадрата диаграммы 11). Действительно,
f˜0(d1 ⊕ id)(p1 ⊕ p′0) = f˜0(d1p1 ⊕ p′0) =
ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2012, т. 64, № 6
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= (f0d1p1 + (1− f0f ′0)p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) = (d′1f1p1 + d′1s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) =
= (d′1 ⊕ id)((f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0)) = (d′1 ⊕ id)f˜1(p1 ⊕ p′0).
Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть задана коммутативная диаграмма
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда существуют стабилизации гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью проективных модулей P ′0 и
P0 соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ P ′0
d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ P ′0
d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ P0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ P0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(11)
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 —
изоморфизм.
Доказательство. Диаграмма (??) представляет собой диаграмму гомоморфизма цепных ком-
плексов 0 P0
d0 P1
d1 и 0 P ′0
d′0 P ′1
d′1 , индуцирующего изоморфизм модулей гомоло-
гий. По теореме I.8.4 [?] отображение f0 имеет гомотопически обратное отображение f ′0 : P ′0 → P0
такое, что 1− f0f ′0 = d′1s′0, где s′0 : P ′0 → P ′1 — гомотопический деформационный оператор. Отобра-
жение f˜0 зададим как изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f0 и f ′0, а отображение
f˜1 — соотношением
f˜1(p1 ⊕ p′0) = (f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0),
где p1 ⊕ p′0 ∈ P1 ⊕ P ′0.
По лемме ?? отображение f˜0 сохраняет отображение f0. Покажем, что отображение f˜1 сохраняет
отображение f1. Действительно, диаграмма
P1
ι 
f1

P1 ⊕ P ′0
f˜1

P ′1 P
′
1 ⊕ P0,pi
где ι— вложение, а pi — проекция, коммутативна так как pif˜1ιp1 = pif˜1(p1⊕0) = pi(f1p1⊕d1p1) = f1p1.
По лемме ?? левый квадрат диаграммы (??) коммутативен, а в силу точности строк и того, что
отображение f˜1 сохраняет отображение f1, коммутативным будет и правый квадрат диаграммы
(??). Покажем коммутативность среднего квадрата диаграммы (??). Действительно,
f˜0(d1 ⊕ id)(p1 ⊕ p′0) = f˜0(d1p1 ⊕ p′0) = (f0d1p1 + (1− f0f ′0)p′0)⊕ (d1p1 − f ′0p′0) =
= (d′1f1p1 + d
′
1s
′
0p
′
0)⊕ ( 1p1 − f ′0p′0) = (d′1 ⊕ id)((f1p1 + s′0p′0)⊕ (d1p1 − f ′0 ′0)) = (d′1 ⊕ id)f˜1(p1 ⊕ p′0).
Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть задана коммутативная д аграмма
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
(12)
в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечно порожденные проективные модули, а f0∗ — изоморфизм.
Тогда для того, чтобы существовала стабилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью свободных
модулей F и F ′ соответственно так, чтобы имела место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ Fd0⊕0
f˜0

P1 ⊕ Fd1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(13)
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть и еет место ди грамма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P и P2 два с абильно изоморфных проек ивных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
каза ельство. еобходимость. Пусть имеет место диагр мма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
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диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
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где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
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отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
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f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в которой P0, P1, P ′0 и P ′1 — конечн порожден р ективные модули, а f0∗ — изо орфизм.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ 2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1 Q2 F2. Утолщая гомоморфизмы 1 f2 с омощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в в де
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сох а яет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q B,
pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохр нять отображение является
ранзитивным, то есть если от бражение h сохраняет отображение g, а отображени g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, сли ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q B,
pi
где ι — вложение, pi — проекция. Легко видеть, что отношени сохранять отображение является
транзитивным, то есть если о ображени h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Оч видно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0
— изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P0 и P ′0 были стабильно
изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имее место диаграмма (13). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P0 и P ′0 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P0 и P ′0 — стабильно изоморфные проективные модули, а Q0 и
Q′0 — модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 существуют свободные
модули F и F′ такие, что Q0 ⊕ F ' Q′0 ⊕ F′. Утолщая гомоморфизмы d0 и d′0 и стабилизируя
гомоморфизмы d1 и d′1 с помощью модуля Q0 ⊕ F, диаграмму (12) можно представить в виде
коммутативной диаграммы
в которой отображе ия f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0
— изоморфизм, необходимо и дос аточно, чтобы проективные модули P0 и P ′0 были стабильно
изоморфными.
Доказательство. Необходимость. П сть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P0 и P ′0 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P0 ′0 — стабильно изоморфные проективные модули и Q0 и Q′0 —
модули, дополняющие их до своб дных модулей. По л мме ?? существуют свободные модули F и F′
такие, что Q0⊕F  Q′0⊕F′. Утолщая гомоморфизмы d0 и d′0 и стабилизируя гомоморфизмы d1 и d′1
с помощью модуля Q0 ⊕ F, диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
0 H0
f0∗

P0 ⊕ (Q0 ⊕ F)d0⊕0
f0⊕id

P1 ⊕ (Q0 ⊕ F)d1⊕id
f1⊕id

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ (Q0 F)
d′0⊕0 P ′1 ⊕ (Q0 ⊕ F)
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(14)
где P0⊕ (Q0⊕F) и P ′0⊕ (Q0⊕F)  P ′0⊕ (Q′0⊕F′) — свободные модули, P1⊕ (Q0⊕F) и P ′1⊕ (Q0⊕F) —
проективные модули, а отображения f0⊕ id и f ⊕ id сохраняют отображения f0 и f1 соответственно.
По лемме ?? диаг амму (??) можно редставить в виде коммутативной диаграммы
0 H0
f0∗

P0 ⊕Ad0⊕0
f0

P1 ⊕Ad1⊕id
f1

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕A′
d′0⊕0 P ′1 ⊕A′
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
в которой A = (Q0⊕F)⊕ (P ′0⊕Q0⊕F), A′ = (Q0⊕F)⊕ (P0⊕Q0⊕F), отображения f0 и f1 сохраняют
отображения f0⊕ id и f1⊕ id, а значит и f0 и f1 соответственно, причем f0 — изоморфизм. Утолщая
в последней диаграмме гомоморфизмы d0⊕0 и d′0⊕0 и стабилизируя гомоморфизмы d1⊕ id и d′1⊕ id
с помощью модуля P0, получим диаграмму (??), где F = A⊕P0, F ′ = A′⊕P0 — свободные модули,
а f˜0 = f0 ⊕ id и f˜1 = f1 ⊕ id — искомые отображения, причем f˜0 — изоморфизм. Лемма доказана.
Теорема 1. Пус ь f : P → P ′ — цепное тображение n-мерных цепных комплексов конечно-
порожденных проективных модулей, индуцирующее изоморфизм модулей гомологий. Для того,
чтобы существовали ацикличные свободные цепные комплексы F и F ′ такие, что цепные ком-
плексы P ⊕F и P ′⊕F ′ цепно изоморфные, необх ди и достаточно, чтобы для каждого i = 0, n
модули Pi и P ′i были стабиль о изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть цепные комплексы P и P ′ можно стабилизировать
свободными модулями до цепной эквивалентн сти. Тогда, очевидно, в силу определения для ка-
ждого i = 0, n модули Pi и P ′i будут стабильно зоморфными.
Достаточнос ь. Д казательство осит индук ивный хар ктер по размерности n цепных ком-
плексов.
Пусть
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n
d′n
(15)
— диаграмма цепного отображения f : P → P ′ n-мерных цепных комплекс в P и P ′ конечнопорож-
денных проективных модулей и для каждого i = 0, n проективные м дули Pi и P ′i — стабильно
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Лемма 1. Пусть P1 P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных пр ективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда ля того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
и еет место к ммутативная д аграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Д казательство. Необход мость. Пус ь имеет место д аграмма (??). Тогда, чевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достат чность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 F2. Ут лщая го о орфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чт ы проективные модули 1 и
стабильно изом рфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму ( ) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
г g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказ тельство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Ут лщая гомоморфизмы f1 и f2 с п мощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диагра ме го оморфизмы f1 ⊕ 0 и 2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, п лучим д аграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохр яет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграм е гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
тоб ажение f˜ сохраняет отоб ажение f, если ко мутативна д агр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иагра ме го оморфизмы f1 ⊕ 0 и 2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, п лучим д аграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q B — гомом рфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отобра ение f˜ сохраняет отображение f , есл коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где P0 ⊕ (Q0 ⊕ F) и P ′0 ( 0 F) ' P ′0 ( ′0 F′) — своб дные модули, P1 ⊕ (Q0 ⊕ F) и
P ′1 ⊕ (Q0 ⊕ F) — проективные модули, а отображения f0 ⊕ id и f1 ⊕ id сохраняют отображения
f0 и f1 соответственно. По лемме 6 диаграмму (14) можн представить в виде коммут тивной
диаграммы
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0
— изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P0 P ′0 были стабильно
изоморфными.
Доказательство. Необходим сть. Пусть име т место диаграмма (??). Тогда, ч видно, в силу
определения модули P0 и P ′0 будут стабильно изомо ны и.
Достаточность. Пусть P0 и P ′0 — стабильно изоморфные проективные модули и Q0 и Q′0 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По емме ?? существуют свободные модули F и F′
такие, что Q0⊕F  Q′0⊕F′. Утолщая го морфизмы d0 d′0 и стабилизируя гомоморфизмы d1 и d′1
с помощью модуля Q0 ⊕ F, диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
0 H0
f0∗

P0 ⊕ (Q0 ⊕ F)d0⊕0
f0⊕id

P1 ⊕ (Q0 ⊕ F)d1⊕id
f1⊕id

Z1
ι1
fZ

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ (Q0 ⊕ F)
d′0⊕0 P ′1 ⊕ (Q0 ⊕ F)
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
(14)
где P0⊕ (Q0⊕F) и P ′0⊕ (Q0⊕F  P ′0⊕ (Q′0⊕F′) — свобо ные модул , ( 0 ) и P ′1⊕ (Q0⊕F) —
проективные м дули, а отображения f0⊕ id и f1⊕ id сохр няют от б ажен я 0 и f1 соответственн .
По лемме ?? диаграмму (??) можно предст вить в ви е коммутативной диаграммы
0 H0
f0∗

P0 ⊕Ad0⊕0
f0

P1 ⊕Ad1⊕id
f1

Z1
ι1
Z

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕A′
d′0⊕0 P ′1 ⊕A′
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
в которой A = (Q0⊕F)⊕ (P ′0⊕Q0⊕F), A′ = ( 0⊕F)⊕ (P0⊕Q0⊕F), отображения f0 и f1 сохраняют
отображения f0⊕ id и f1⊕ id, а значит и f0 и f1 соответственно, приче f0 — изоморфизм. Утолщая
в последней диаграмме гомоморфизмы d0⊕0 и d′0⊕0 и стабилизируя гомоморфизмы d1⊕ id и d′1⊕ id
с помощью модуля P0, получим диаграмму (??), где F = A⊕P0, F ′ = A′⊕P0 — свободные модули,
а f˜0 = f0 ⊕ id и f˜1 = f1 ⊕ id — искомые отображения, причем f˜0 изоморфизм. Лемма доказ на.
Теорема 1. Пусть f : P → P ′ — цепное о бражение n-мерных цепных комплексов конечно-
порожденных проективных мод лей, индуциру щее изом рфиз модуле гомологий. Для того,
чтобы существовали ацикличные свободные цепные комплексы F и F ′ такие, что цепные ком-
плексы P ⊕F и P ′⊕F ′ цепно изоморфные, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i = 0, n
модули Pi и P ′i были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть цепные комплексы P и P ′ можно стабилизировать
свободными модулями до цепной эквивалентности. Тогда, очевидн , в силу пределения для ка-
ждого i = 0, n одули Pi P ′i будут стабильно изоморф ыми.
Достаточность. Доказат льс во носит индуктивный характер по размерности n цепных ком-
плексов.
Пусть
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n
d′n
(15)
— диаграмма цепного о ображения f : P → P ′ n-м рных цеп ых компле сов P P ′ конечнопо ож-
денных проективных мо улей и для каждого i = 0, n проективные модули Pi и P ′i — стабильно
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — ва с абильно зоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до своб дных моду ей. То да Q1 и Q2 стабильно из рфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпи р изма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет есто коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы про ктивные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморф ы и.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения о ули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Д статочность. Пусть P1 и P2 — с абильно изомор ные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, доп лняющие их до свободных модулей. По лемм ?? сущес вуют свободные моду и F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. У олщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно редставить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, ч обы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Д казательство. Необходимость. Пусть имеет место д аграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу опред ления модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модул , а Q1 и Q2
— модули, дополняющ е их до свободных модулей. По лемме 1 вуют св бодные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R- одуля, а Q1 и Q2 — их
д полнения до своб дных оду ей. Тогда 1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьст о. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь зад но два эпи орфиз а
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и 2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
мес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
б льн изо ор ными.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диагра ма (??). Тогда, очевидно, в силу
определен я о ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные про кт ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. П лемме ?? существуют свобо ные модули F1
и F2 таки , что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гом орфизмы f1 f2 с пом щью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F )
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить д коммутат вной диаграм ы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободны модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диагра мы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма док зана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохр няет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — ожение, а pi — проекция. Легко виде ь, что отношение сохранять отображени  является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A г моморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
от бражение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутатив а диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма док зана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохр няет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отобр жение является
транзитивным, то есть если отображение h охраняет отображени g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
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в которой A = (Q0 ⊕ F) ⊕ (P ′0 ⊕ Q0 ⊕ F), A′ = (Q0 ⊕ F) ⊕ (P0 ⊕ Q0 ⊕ F), отображения f0 и
f1 сохраняют отображения f0 ⊕ id и f1 ⊕ id, а значит, и f0 и f1 соответственно, причем f0 —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы d0 ⊕ 0 и d′0 ⊕ 0 и стабилизируя
гомоморфизмы d1⊕id и d′1⊕id с помощью модуля P0, получаем диаграмму (13), где F = A⊕P0,
F ′ = A′⊕P0 — свободные модули, а f˜0 = f0⊕ id и f˜1 = f1⊕ id — искомые отображения, причем
f˜0 — изоморфизм.
Лемма доказана.
Теорема . Пусть f : P → P ′ — цепное отображение n-мерных цепных комплексов конечно-
порожденных проективных модулей, индуцирующее изоморфизм модулей гомологий. Для того
чтобы существовали ацикличные свободные цепные комплексы F и F ′ такие, что цепные
комплексы P⊕F и P ′⊕F ′ цепно изоморфные, необходимо и достаточно, чтобы для каждого
i = 0, n модули Pi и P ′i были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть цепные комплексы P и P ′ можно стабилизиро-
вать свободными модулями до цепной эквивалентности. Тогда, очевидно, в силу определения
для каждого i = 0, n модули Pi и P ′i будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Доказательство имеет индуктивный характер по размерности n цепных
комплексов.
Пусть
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0
— изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P0 и P ′0 были стабильно
изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P0 и P ′0 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P0 и P ′0 — стабильно изоморфные проективные модули и Q0 и Q′0 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F и F′
такие, что Q0⊕F ' Q′0⊕F′. Утолщая гомоморфизмы d0 и d′0 и стабилизируя гомоморфизмы d1 и d′1
с помощью модуля Q0 ⊕ F, диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
0 H0oo
f0∗

P0 ⊕ (Q0 ⊕ F)d0⊕0oo
f0⊕id

P1 ⊕ (Q0 ⊕ F)d1⊕idoo
f1⊕id

Z1
ι1oo
fZ

0oo
0 H ′0oo P
′
0 ⊕ (Q0 ⊕ F)
d′0⊕0oo P ′1 ⊕ (Q0 ⊕ F)
d′1⊕idoo Z ′1
ι′1oo 0,oo
(14)
где P0⊕(Q0⊕F) и P ′0⊕(Q0⊕F) ' P ′0⊕(Q′0⊕F′) — свободные модули, P1⊕(Q0⊕F) и P ′1⊕(Q0⊕F) —
проективные модули, а отображения f0⊕ id и f1⊕ id сохраняют отображения f0 и f1 соответственно.
По лемме ?? диаграмму (??) можно представить в виде коммутативной диаграммы
0 H0oo
f0∗

P0 ⊕Ad0⊕0oo
f0

P1 ⊕Ad1⊕idoo
f1

Z1
ι1oo
fZ

0oo
0 H ′0oo P
′
0 ⊕A′
d′0⊕0oo P ′1 ⊕A′
d′1⊕idoo Z ′1
ι′1oo 0,oo
в которой A = (Q0⊕F)⊕ (P ′0⊕Q0⊕F), A′ = (Q0⊕F)⊕ (P0⊕Q0⊕F), отображения f0 и f1 сохраняют
отображения f0⊕ id и f1⊕ id, а знач т и f0 и f1 соответственно, приче f0 — изоморфизм. Утолщая
в последней диаграмме гомоморфизмы d0⊕0 и d′0⊕0 и стабилизируя гомоморфизмы d1⊕ id и d′1⊕ id
с помощью модуля P0, получим диаграмму (??), где F = A⊕P0, F ′ = A′⊕P0 — свободные модули,
а f˜0 = f0 ⊕ id и f˜1 = f1 ⊕ id — искомые отображения, причем f˜0 — изоморфизм. Лемма доказана.
Теорема 1. Пусть f : P → P ′ — цепное отображение n-мерных цепных комплексов конечно-
порожденных проективных модулей, индуцирующее изоморфизм модулей гомологий. Для того,
чтобы существовали ацикличные свободные цепные комплексы F и F ′ такие, что цепные ком-
плексы P ⊕F и P ′⊕F ′ цепно изоморфные, необходимо и достаточно, чтобы для каждого i = 0, n
модули Pi и P ′i были стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть цеп ые комплексы P P ′ можно стабилизировать
свобо ными модулями до цепной эквивалентности. Тогда, очевидно, в силу определения для ка-
ждого i = 0, n модули Pi и P ′i будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Доказательство носит индуктивный характер по размерности n цепных ком-
плексов.
Пусть
0 H0oo
f0∗

P0
d0oo
f0

P1
d1oo
f1

P2
d2oo
f2

. . .
d3oo Pn
dnoo
fn

0 H ′0oo P
′
0
d′0oo P ′1
d′1oo P ′2
d′2oo . . .
d′3oo P ′n
d′noo
(15)
— диаграмма цепного отображения f : P → P ′ n-мерных цепных комплексов P и P ′ конечнопорож-
денных проективных модулей и для каждого i = 0, n проективные модули Pi и P ′i — стабильно
8
(15)
— диаграмма цепного отображения f : P → P ′ n-мерных цепных комплексовP иP ′ конечнопо-
рожденных проективных модулей и для каждого i = 0, n проективные модул i и P ′i стабильно
изоморфны. Рассмотрим коммутативную диаграммуизоморфны. Рассмотрим коммутативную диаграмму
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
в которой Z1 = ker d1, Z ′1 = ker d′1 и fZ1 — ограничение отображения f1 на Z1. Она удовлетворя-
ет условиям леммы ??, а поэтому существует стабилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью
свободных модулей F0 и F ′0 соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 — изо-
морфизм. Тогда используя диаграмму (??) получим
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n,
d′n
где отображение f˜1 индуцирует изоморфизм f˜1∗ = f1∗ : H1 → H ′1 модулей гомологий цепных
комплексов P и P ′. Таким образом, можно построить диаграмму
0 H1
f1∗

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′1 P
′
1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n
d′n
гомоморфизма (n−1)-мерных цепных комплексов конечнопорожденных проективных модулей, ин-
дуцирующего изоморфизм модулей гомологий, то есть размерность цепных комплексов уменьшить
на единицу. Справедливость последнего шага при n = 0 вытекает из леммы ??. Теорема доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ 2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда о лем е Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказатель тво. Необходимость. Пусть имеет мест диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, ч о P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
т чн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диагр мма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в которой Z1 = ker d1, Z ′1 = ker d′1 и fZ1 — огр ниче ие ображения f1 на Z1. Она удовле-
творяет условиям леммы 7, а поэтому существуют стабилизации гомоморфизмов d1 и d′1 с
помощью свободных модулей F0 и F ′0 соответственно такие, ч имеет есто коммутативная
диаграмма
изоморфны. Рассмотрим коммутативную диаграмму
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
в которой Z1 = ker d1, Z ′1 = ker d′1 и fZ1 — ограничение отображен я f1 на Z1. Она удовлетворя-
ет условиям леммы ??, поэтому существует стабилизация гомо орфизмов d1 и d′1 с пом щью
свободных модулей F0 и F ′0 соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 — изо-
морфизм. Тогда используя диаграмму (??) получим
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0 0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n,
d′n
где отображение f˜1 индуцирует изоморфизм f˜1∗ = f1∗ : H1 → H ′1 модулей гомологий цепных
комплексов P и P ′. Таким образом, можно построить диаграмму
0 H1
f1∗

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′1 P
′
1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n
d′n
гомоморфизма (n−1)-мерных цепных комплексов конечнопорожденных проективных модулей, ин-
дуцирующего изоморфизм модулей гомологий, то есть размерность цепных комплексов уменьшить
на единицу. Справедливость последнего шага при n = 0 вытекает из леммы ??. Теорема доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Д казательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F )  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная д аграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, ч обы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфны и.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 F1  Q2 ⊕ F2. У олщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изо орфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули 1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. П лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая го оморфиз ы 1 и f2 с пом щью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в ви е
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
зате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ными.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с пом щью м дуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно доп лнить до коммутатив ой диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изом рфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет тображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
одуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — из морфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна д агр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, п лучим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет тображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотн шением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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в кот рой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соо ветственно, причем f˜0 —
изоморфизм. Тогда, используя диаграмму (15), получаем
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изоморфны. Рассмотрим коммутативную диаграмму
0 H0
f0∗

P0
d0
f0

P1
d1
f1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0
d′0 P ′1
d′1 Z ′1
ι′1 0,
в которой Z1 = ker d1, Z ′1 = ker d′1 и fZ1 — ограничение отображения f1 на Z1. Она удовлетворя-
ет условиям леммы ??, а поэтому существует стабилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью
свободных модулей F0 и F ′0 соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

Z1
ι1
fZ1

0
0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id Z ′1
ι′1 0,
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 — изо-
морфизм. Тогда используя диаграмму (??) получим
0 H0
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′0 P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0 P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n,
d′n
где отображение f˜1 индуцирует изоморфизм f˜1∗ = f1∗ : H1 → H ′1 модулей гомологий цепных
комплексов P и P ′. Таким образом, можно построить диаграмму
0 H1
f1∗

P1 ⊕ F0d1⊕id
f˜1

P2
d2
f2

. . .
d3 Pn
dn
fn

0 H ′1 P
′
1 ⊕ F ′0
d′1⊕id P ′2
d′2 . . .
d′3 P ′n
d′n
гомоморфизма (n−1)-мерных цепных комплексов конечнопорожденных проективных модулей, ин-
дуцирующего изоморфизм модулей гомологий, то есть размерность цепных комплексов уменьшить
на единицу. Справедливость последнего шага при n = 0 вытекает из леммы ??. Теорема доказана.
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Лемма 1. Пусть P1 и P2 — два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных модулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
Доказательство. Пусть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точные последовательности
0→ Q1 → Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
и
0→ Q2 → Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
где Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 и Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 — свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
Q1 ⊕ (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
что и требовалось доказать.
Лемма 2. Пусть задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
конечно порожденных проективных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
ствовали утолщения гомоморфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
имеет место коммутативная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проективные модули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (2)
где g — изоморфизм, необходимо и достаточно, чтобы проективные модули 1 и
стабильно изоморфными.
Доказательство. Необходимость. Пусть имеет место диаграмма (2). Тогда, очевидно, в
силу определения модули P1 и P2 будут стабильно изоморфными.
Достаточность. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфн е е тивные модули, а Q1 и Q2
— модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме 1 вуют свободные модули
F1 F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы 1 и f2 с помощью модуля
Q1 ⊕ F1, диаграмму (1) можно представить в виде
0
е а 1. ус ь P1 и P2 два стабильно изоморфных проективных R-модуля, а Q1 и Q2 — их
дополнения до свободных одулей. Тогда Q1 и Q2 стабильно изоморфны.
о азате ьство. усть F1 и F2 свободные R-модули такие, что P1⊕F1  P2⊕F2. Рассмотрим
точн е последовательности
0 Q1 Q1 ⊕ P1 ⊕ F1 → P1 ⊕ F1 → 0
0 Q2 Q2 ⊕ P2 ⊕ F2 → P2 ⊕ F2 → 0,
1 1 1 и 2 P2 F2 свободные модули. Тогда по лемме Шануэля
1 (Q2 ⊕ P2 ⊕ F2)  Q2 ⊕ (Q1 ⊕ P1 ⊕ F1),
е а ось доказать.
. ус ь задано два эпиморфизма
P1
f1

0 M
P2
f2

(1)
о денн х проек ивных модулей P1 и P2 на модуль M . Тогда для того, чтобы суще-
о ения го о орфизмов f1 и f2 с помощью свободных модулей F1 и F2 такие, что
ес о ко у а ивная диаграмма
P1 ⊕ F1
f1⊕ 0

g

0 M
P2 ⊕ F2,
f2⊕ 0

(2)
где g изо ор из , необходимо достаточн , чтобы проективные модули P1 и P2 были ста-
бильно изо ор ны и.
оказательство. еобходимость. Пусть имеет место диаграмма (??). Тогда, очевидно, в силу
определения мо ули P1 и P2 будут ста ильно изоморфны и.
Дос а очнос ь. Пусть P1 и P2 — стабильно изоморфные проект ули и Q1 и Q2 —
модули, дополняющие их до свободных модулей. По лемме ?? существуют свободные модули F1
и F2 такие, что Q1 ⊕ F1  Q2 ⊕ F2. Утолщая гомоморфизмы f1 и f2 с помощью модуля Q1 ⊕ F1,
диаграмму (??) можно представить в виде
P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1)
f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1),
f2⊕ 0

(3)
3
, (3)
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению
2 диаграмму (3) можно дополнить до коммутативной диаграммы
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
4
,
где A = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P2 ⊕Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1)⊕ (P1 ⊕Q1 ⊕ F1), а ∂ : P1 ⊕A→ P2 ⊕B
— изоморфизм. Утолщая в последней диаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с помощью
модуля P1, получаем диаграмму (2), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а
g = ∂ ⊕ id — изоморфизм.
Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f, если ко мутативна диагр
где P1 ⊕ (Q1 ⊕ F1) и P2 ⊕ (Q1 ⊕ F1)  P2 ⊕ (Q2 ⊕ F2) — свободные модули. По предложению ??
диаграмму (??) можно дополнить до коммутативной диаграммы
P1 ⊕A
∂

f1⊕ 0

0 M
P2 ⊕B,
f2⊕ 0

где A = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P2 ⊕ Q1 ⊕ F1), B = (Q1 ⊕ F1) ⊕ (P1 ⊕ 1 1), а ∂ : P1 ⊕ A → P2 ⊕ B —
изоморфиз . Утолщая в последней иаграмме гомоморфизмы f1 ⊕ 0 и f2 ⊕ 0 с пом щью модуля
P1, получим диаграмму (??), где F1 = A ⊕ P1, F2 = B ⊕ P1 — свободные модули, а g = ∂ ⊕ id —
изоморфизм. Лемма доказана.
Пусть f : P → Q и f˜ : P ⊕ A → Q ⊕ B — гомоморфизмы R-модулей. Будем говорить, что
отображение f˜ сохраняет отображение f , если коммутативна диаграмма
P
ι 
f

P ⊕A
f˜

Q Q⊕B,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Легко видеть, что отношение сохранять отображение является
транзитивным, то есть если отображение h сохраняет отображение g, а отображение g сохраняет
отображение f , то h сохраняет f . Очевидно также, что стабилизация fst = f ⊕ id : P ⊕A→ Q⊕A
гомоморфизма f : P → Q с помощью модуля A сохраняет отображение f .
Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей. Отображение f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P ,
заданное соотношением
f˜(p⊕ q) = (fp+ (1− fg)q)⊕ (p− gq),
где p ⊕ q ∈ P ⊕ Q, называется изоморфизмом Шануэля, построенным на отображениях f и g
(см., например, [?]). Легко проверить, что f˜ действительно изоморфизм, так как обратным к нему
является изоморфизм Шануэля g˜, построенный на отображениях g и f . Справедливо следующее
утверждение.
Лемма 3. Пусть f : P → Q и g : Q → P — гомоморфизмы R-модулей, а f˜ : P ⊕ Q → Q ⊕ P —
изоморфизм Шануэля, построенный на отображениях f и g. Тогда f˜ сохраняет отображение f .
Доказательство. Проверим коммутативность диаграммы
P
ι 
f

P ⊕Q
f˜

Q Q⊕ P,pi
где ι — вложение, а pi — проекция. Действительно, pif˜ιp = pif˜(p ⊕ 0) = pi(fp ⊕ p) = fp. Лемма
доказана.
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где отображение f˜1 индуцирует изоморфизм f˜1∗ = f1∗ : H1 → H ′1 модулей гомологий цепных
комплексов и P ′. Таким образом, можн построить диаграмму
изоморфны. Рассмотрим коммутативную диаграмму
0 H0oo
f0∗

P0
d0oo
f0

P1
d1oo
f1

Z1
ι1oo
fZ1

0oo
0 H ′0oo P
′
0
d′0oo P ′1
d′1oo Z ′1
ι′1oo 0,oo
в которой Z1 = ker d1, Z ′1 = ker d′1 и fZ1 — ограничение отображения f1 на Z1. Она удовлетворя-
ет условиям леммы ??, а поэтому существует стабилизация гомоморфизмов d1 и d′1 с помощью
свободных модулей F0 и F ′0 соответственно такие, что имеет место коммутативная диаграмма
0 H0oo
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0oo
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕idoo
f˜1

Z1
ι1oo
fZ1

0oo
0 H ′0oo P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0oo P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕idoo Z ′1
ι′1oo 0,oo
в которой отображения f˜0 и f˜1 сохраняют отображения f0 и f1 соответственно, причем f˜0 — изо-
морфизм. Тогда используя д аграмму (??) получим
0 H0oo
f0∗

P0 ⊕ F0d0⊕0oo
f˜0

P1 ⊕ F0d1⊕idoo
f˜1

P2
d2oo
f2

. . .
d3oo Pn
dnoo
fn

0 H ′0oo P
′
0 ⊕ F ′0
d′0⊕0oo P ′1 ⊕ F ′0
d′1⊕idoo P ′2
d′2oo . . .
d′3oo P ′n,
d′noo
где отображение f˜1 индуцирует изоморфизм f˜1∗ f1∗ : H1 → H ′1 модулей гомологий цепных
комплексов P и P ′. Таким образом, можно построить диаграмму
0 H1oo
f1∗

0
d1 idoo

P2
d2oo
f2

. . .
d3oo Pn
dnoo
fn

0 H ′1oo
′
1
′
0
d′1 ioo P ′2
d′2oo . . .
d′3oo P ′n
d′noo
гомоморфизма (n−1)-мерных цепных комплексов конечнопорожденных проективных модулей, ин-
дуцирующего изоморфизм модулей гомологий, то есть размерность цепных комплексов уменьшить
на единицу. Справедливость последнего шага при n = 0 вытекает из леммы ??. Теорема доказана.
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г моморфизма (n − 1)-мерных цепных компле сов конечнопорожденных проективных моду-
лей, индуцирующего из морфизм модулей г мологий, т. е. размерность цепных к мплексов
уменьшить на единицу. Справедливость последнего шага при n = 0 вытекает из лем ы 5.
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